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Chapter one 

Linear Algebra:   

 

   

Linear Algebra: is the mathematics of data (matrices and vectors) ٌج١بٔبد٘ٛ س٠بض١بد ا   

Linear equation: يعبدنت خطٍت 

bxaxaxaxaِؼبدٌخ ِٓ ص١غخ  أٞ nn  332211  ِٓ ًح١ث وa1 , a2 , ---, an ٚb ٚ ثبثذ 

 x1 , x2 , --- , xn  ِزغ١ش ، رضّٝ ِؼبدٌخ خط١خ ثّجب١ً٘ ػذد٘بn  . 

          equationLinear 332211 bxaxaxaxa nn    

     a: Coefficients. 

     x:Variable. 

     b: constant. 

 ششٚط اٌّؼبدٌخ اٌخط١خ:

 .1الأس ٌج١ّغ اٌّزغ١شاد = (1

 ػذَ ٚجٛد ِزغ١ش٠ٓ أٚ أوثش ِضشٚثبد ثجؼض أٚ ِمضِٛبد. (2

 ػذَ ٚجٛد أٞ ِزغ١شداخً ألزشاْ. (3

   Ex: 

 1023 yx  Linear equation. 

 54 2 yx  Non- linear equation. 

             xy
y

x
,  Non- linear equation. 
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   Ex: Find the value of (x) and (y) if  y= 2x+1 

    Solution: y = 2x+1    
x Y 

1 3 

2 5 

3 7 
 

Linear systems الاَظًت انخطٍت: 

(  System Linear Equationsِٓ اٌّؼبدلاد ِٓ ٘زا إٌٛع رضّٝ ٔظبَ ِٓ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ ) mإرا وبْ ٌذ٠ٕب 

 ٚرىزت وب٢رٟ:

            

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa















2211

22222121

11212111

 

 ٠ّٚىٓ وزبثخ ٘زا إٌظبَ ثص١غخ اٌّصفٛفبد وب٢رٟ:

             

























































mnmnmm

n

n

b

b

b

x

x

x

aaa

aaa

aaa











2

1

2

1

21

22221

11211

 

 أٚ ثص١غخ اثضظ ٠ّىٓ وزبثخ ٘زا إٌظبَ وب٢رٟ:  

              11   mnnm BXA  

 حٍث أٌ :  

         A :ٟ٘ لاد اٌّزغ١شادِِصفٛفبد ِؼب (x1 , x2 , --- , xn). 

         B :ِصفٛفبد اٌحذٚد اٌّطٍمخ ٟ٘ (b1 , b2 , --- , bn.) 

 يلاحظت//

( B≠0ِصفٛفخ )رىْٛ ( ٚ ػٕذِب Homogeneous( رضّٝ اٌّؼبدلاد ِزجبٔضخ )B=0ػٕذِب رىْٛ ِصفٛفخ )     

 .ثؼذح طشق. ٠ّٚىٓ حً ٘زٖ اٌّؼبدلاد (Non - Homogeneousرضّٝ اٌّؼبدلاد غ١ش ِزجبٔضخ )

Ex: 

    equationtwobysystemslinear
yx

yx









2323

102




 

Ex: 

     equationthreebysystemslinear

zyx

zyx

zyx















31

232

1553







 

 َظًت انخطٍت حُفضى حضب انحم انى:الا

1- System has no solution.  ٔظبَ لا ٠ٍّه حلاا 

2- System has a unique solution. ٔظبَ ٠ٍّه حً ٚح١ذ 

3- System has infinitely  solution.  ٔظبَ ٠ٍّه اٌىث١ش ِٓ اٌحٍٛي الاِزٕب١٘خ 
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1) Substitution method )طشٌقت انخعىٌض )الأصخبذال: 

 

Ex1: Solve these systems of the linear equations using Substitution method: 

           
282

133









yx

yx
 

      Solve:  

ئينجا طؤراِويَكيان بةثيَي  ( بيَت1بذيَزين بة مةرجيَك هاوكؤلكَةي يةكيَك لة كؤرِاوةكان دةبيَت )+تيَبيني// يةكيكَ لة هاوكيَشةكان هةلَدة
 طؤرِاوةكةي تز دةدؤسينةوة، وةك:

                   

363

)2(33

33

3

2147

687

866

8)33(2

82

23

3...33

33





















xx

x

yx

inysubby

yy

y

yy

yy

yx

insubby

yx

yx

      

               This system has a unique solution. 

 

Ex2: Solve these systems of the linear equations by using Substitution method: 

             
2762

173









yx

yx
 

    Solve:  

( بيَت ئينجا طؤراِويَكيان بةثيَي 1تيَبيني// يةكيكَ لة هاوكيَشةكان هةلَدةبذيَزين بة مةرجيَك هاوكؤلكَةي يةكيَك لة كؤرِاوةكان دةبيَت )+
 ك:طؤرِاوةكةي تز دةدؤسينةوة، وة

         

210

76614

76)37(2

762

23

3...37

173













yy

yy

yx

insubby

yx

yx 

 

             This system has no solution. 
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Ex3:Solve these systems of the linear equations by using Substitution method: 

                

323

214232

1632













zyx

zyx

zyx

 

    Solve:  

( بيَت ئينجا طؤراِويَكيان بةثيَي 1بة مةرجيَك هاوكؤلكَةي يةكيَك لة كؤرِاوةكان دةبيَت )+ تيَبيني// يةكيكَ لة هاوكيَشةكان هةلَدةبذيَزين
 طؤرِاوةكةي تز دةدؤسينةوة، وةك:

     

       



624

42

)5(20105

29618

2)326(3

34

5247

121447

142361212

1423)326(2

14232

24

4326

632







zy

zy

zy

zyzy

zyzy

insubby

zy

zy

zyzy

zyzy

zyx

insubby

zyx

zyx

























 

1946

)3(3)2(26

326

4

264

)3(24

624

6

33010

241428

24)24(7

247

56





















xx

x

zyx

inzandysubby

yy

y

zy

inzsubby

zz

zz

zz

zy

insubby



 

                                                          This system has a unique solution. 

 

Ex4: Solve these systems of the linear equations by using Substitution method: 

           

3345

22396

1532













zyx

zyx

zyx

 

      Solve:  

طؤراِويَكيان بةثيَي  ( بيَت ئينجا1تيَبيني// يةكيكَ لة هاوكيَشةكان هةلَدةبذيَزين بة مةرجيَك هاوكؤلكَةي يةكيَك لة كؤرِاوةكان دةبيَت )+
 طؤرِاوةكةي تز دةدؤسينةوة، وةك:

               

20

2961596

2)325(396

24

43251









yxyx

yxyx

insubby

yxzin 

 

                 This system has no solution. 
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Ex5: Solve these systems of the linear equations by using Substitution method: 

             

303

252

13













yx

yx

yx

 

      Solve:  

( بيَت ئينجا طؤراِويَكيان بةثيَي 1تيَبيني// يةكيكَ لة هاوكيَشةكان هةلَدةبذيَزين بة مةرجيَك هاوكؤلكَةي يةكيَك لة كؤرِاوةكان دةبيَت )+
 طؤرِاوةكةي تز دةدؤسينةوة، وةك:

3

1
y13

526

5)3(2

52

24

4...3

13













y

yy

yy

yx

insubby

yx

yx 

 

2

9
92

039

0)3(3

03

34









yy

yy

yy

yx

insubby

 

                                                            This system has no solution. 

 

 

   Ex6: Solve these systems of the linear equations by using Substitution method: 

           

32725

232

11332













yx

yx

yx

 

      Solve:  

                       

177

6137

13346

133)23(2

1332

14

4...23

32















yy

y

yy

yy

yx

insubby

yx

yx

 

                       

5)1(23

23

41

11212

152712

2721015

272)23(5

2725

34

















xx

yx

inysubby

yy

y

yy

yy

yx

insubby

 

                                              This system has a unique solution. 
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Ex7: Solve these systems of the linear equations by using Substitution method: 

           
22432

152









zyx

zyx
 

      Solve:  

( بيَت ئينجا طؤراِويَكيان بةثيَي 1تيَبيني// يةكيكَ لة هاوكيَشةكان هةلَدةبذيَزين بة مةرجيَك هاوكؤلكَةي يةكيَك لة كؤرِاوةكان دةبيَت )+
 طؤرِاوةكةي تز دةدؤسينةوة، وةك:

               

zy

zx

zzx

zzx

zyx

insubby

zy

zy

zyzy

zyzy

zyx

insubby

zyxin

88

1013

2885

2)88(5

25

34

488

1028

2434210

243)25(2

2432

23

3251



























 

 ( وةكz=1ة جاريكَي تزيش بة )( وz=0( دادةنيَين جاريكَ بة )zليزَةدا نزخي )          

          

.manyinfintely

1688)1(8888

231013)1(10131013

:1

8)0(8888

13)0(10131013

:0

solutionhassystemthisRzthethen

yzy

xzx

thenzif

yzy

xzx

thenzif















 

   
 Ex(H.W): Solve these systems of the linear equations by using Substitution method: 

                2

2

1

373

2822

162






















z

y

x

zyx

zyx

zyx
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2) Elimination method طشٌقت الأخخزال: 

Ex1: Solve these systems of the linear equations by using Elimination method: 

           
23735

1723









yx

yx
 

Solution:  

            

4

157272)5(3

72315

5

95019

74610
2)3735(

21693)723(
















y

yy

yxinxsubby

x

x

yx
yx

yxyx

 

                                 This system has a unique solution. 

 

 

Ex2: Solve these systems of the linear equations by using Elimination method: 

           
2423

132









yx

yx
 

Solution:  

            

1

343)2(2

3212

2

20

423
423

6242)32(
















y

yy

yxinxsubby

x

x

yx
yx

yxyx

 

                                 This system has a unique solution. 

 

 

Ex3: Solve these systems of the linear equations by using Elimination method: 

 

              
2762

173









yx

yx
 

Solution:  

            

210

762
762

14622)73(








yx
yx

yxyx

 

                                This system has no solution. 
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 Gramar method3 (شايٍش( گطشٌقت انًحذداث )طشٌقت 

       Let: 

    
122222121

221212111

)2........(

)1........(

abxaxa

abxaxa




 

 ِٓ اٌثب١ٔخ:ٚثطشح اٌّؼبدٌخ الاٌٚٝ 

                     

12212211

212122
1

212122112212211

2122122211221

1222221212211

)(

aaaa

baba
x

babaxaaaa

baxaaxaa

baxaaxaa













    

012212211 ثششط اْ ٠ىْٛ  aaaa  

                        ٠ّٚىٓ وزبثخ اٌشىً الاػٍٝ ثشىً ِحذدح ِٓ اٌذسجخ اٌثب١ٔخ:  

2221

1211

222

121

1

aa

aa

ab

ab

x  

بهٍم انًحذدة نًصفىفت يعبيلاث انًجهى وٌلاحظ اٌ انًقبو        








2221

1211

aa

aa
وانبضط هى انًحذد نُفش انًصفىفت  

b1( و وضع يحههب انحذود انًطهقت x1 حزف يُهب انعًىد الاول )يعبيلاث  و   b2   .  

 (: x2ولاصخخشاج )    

                    

2221

1211

221

111

2

aa

aa

ba

ba

x   

 يلاحظت//  

 بششط اٌ ٌكىٌ انًقبو لا ٌضبوي صفش. -1

 يشبعت. Aيصفىفت ٌجب اٌ ٌكىٌ  -2

 ٌكىٌ: A( فً يصفىفت ὶ( عٍ عًىد سقى )Bيصفىفت انُبحجت عٍ حعىٌض يصفىفت ) (Aὶإرا كبَج ) -3
               

                  
A

A
X

i

i   

 

   Ex: Let 



















313131

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A , 





































3

2

1

3

2

1

x

x

x

Xand

b

b

b

B  

     

       Then:      
A

A
x

1

1    



















33323

23222

13121

1

aab

aab

aab

A  
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A

A
x

2

2    



















33331

23221

13111

2

aba

aba

aba

A  

                     
A

A
x

3

3      



















33231

22221

11211

3

baa

baa

baa

A  

 

    Ex1: Solve the system of the linear equation by using Gramer method: 

                  

026

1

53

31

32

21







xx

xx

xx

 

  Solution: 

                  



























































0

1

5

,,

206

110

031

3

2

1

B

x

x

x

XA  

            













































































512

57

54

5

12

20

48

48)3000(0180

06006

10110

31531

,

5

7

20

28

28)000(0302

06206

10110

51051

,

5

4

20

16

16)006(0010

00200

11111

35035

,

020)000(0182

06206

10110

31031

3

2

1

3

3

3

3

2

2

2

2

1

1

1

1

x

x

x

X

x

A
A

A
x

x

A
A

A
x

x

A
A

A
x

A
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Ex2: Solve these systems of the linear equations by using Gramer method: 

                  

5

3163

7)232)1

321

32121

32121







xxx

xxxxx

xxxxx
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3)Matrix method (Invers method): )طشٌقت انًصفىفبث )يعكىس انًصفىفبث 

 ٠ّىٓ اصزخذاَ اٌّصفٛفبد ٌحً اٌّؼبدلاد الا١ٔخ ٕٚ٘بن ٔٛػ١ٓ ِٓ ٔظُ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ:

 ( ِشثؼخ.Aاٌزٟ رىْٛ ِصفٛفخ اٌّؼبِلاد اٞ ) اٌّؼبدلاد اٌخط١خ (1

 .)ثطش٠مخ اٌزح٠ٛلاد( ( غ١ش ِشثؼخAٟ رىْٛ ِصفٛفخ اٌّؼبِلاد اٞ )اٌز اٌّؼبدلاد اٌخط١خ (2

a) Liner equations if A is square matrix: 

 ِٛجٛدح. 1Aأٞ  Aإراا ِؼىٛصخ ِصفٛفخ  0Aِشثؼخ غ١ش صفش٠خ أٞ ثّؼٕٝ أخش  ِصفٛفخ Aارا وبٔذ      

 ( ف١ىْٛ:1Aثضشة اٌطشف١ٓ ة) AX=Bدلاد ٠ّىٓ حً اٌّؼب           

BAX

BAXI

BAXAA

BXA

1

1

11















 

Ex1: Solve this system of the linear equations by using Invers method: 

                  

026

1

53

31

32

21







xx

xx

xx

 

  Solution:   

                  

3
10

31
)1(

1
10

01
)1(,3

11

03
)1(

18
06

31
)1(,2

26

01
)1(

6
20

03
)1(,6

06

10
)1(

6
26

10
)1(,2

20

11
)1(

)1(

)(,
)(

020)000(0182

06206

10110

31031

206

110

031

6

33

5

32

4

31

5

23

4

22

3

21

4

13

3

12

2

11

332313

322212

312111

1





































































































ij

ji

ij M

Aadj
A

Aadj
A

A

A
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                    512

57

54

512

57

54

2048

2028

2016

48

28

16

20

1

01830

0230

0610

20

1

0

1

5

1186

126

362

20

1

1186

126

362

20

1
,

1186

126

362

)(

3

2

1

3

2

1

1

1

















































































































































































































x

x

x

x

x

x

BAX

AAadj

 

 
       Ex2: Solve this system of the linear equations by using Invers method: 

                   

5

3

7

321

321

21







xxx

xxx

xxx

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
b) Liner equations if A is non square matrix by used transformations 

methods(Gauss Jordan method): 

     Note:( We study this way in chapter 2) 
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Chapter 2 

 

Elementary transformations and Equivalent  matrices   

 انعًهٍبث الأونٍت و انًصفىفبث انًخكبفئت

1-Rank of matrix (سحبە انًصفىفە): 

 Aيٍ  rإرا وبْ ػٍٝ الالً ِح١ذد ٚاحذ ِٓ دسجخ  rِٓ سرجخ  Aِصفٛفخ غ١ش صفش٠خ ٠مبي اْ A إرا وبٔذ    

ل١ّزٗ لا  Aٟ٘ دسجخ أوجش ِح١ذد ِٓ  Aاصفبس )أٞ أْ سرجخ  (r +1بٚٞ صفش ث١ّٕب وً اٌّح١ذداد ِٓ دسجخ )ضلا٠

               ٠ٚrank(A) = r(A)شِز ٌٗ ثبٌشِز  . رضبٚٞ صفش(

   

   Ex1: Let 













415

015
A find rank(A)? 

      Solution: 

                

020020
45

05

055
15

15









A

A

 

           Then rank(A)=2 

 

Ex2: Let 























000

382

541

B find rank(B)? 

    Solution: 

            

2)(

013103
32

51

088
82

41

0

000

382

541




















Brank

B

B

B

 

  

وج١شح  Aِلاحظخ// ٘زٖ اٌطش٠مخ ٌحضبة سرجخ اٌّصفٛفخ رىْٛ صؼجخ فٟ ثؼض الاح١بْ ٚخبصخ ػٕذِب رىْٛ دسجخ 

 ٚفٟ ٘زٖ اٌحبٌخ ٠ّىٓ اصزجذاٌٙب ثطش٠مخ ثب١ٔخ ٚرٌه ثبصزخذاَ ِب ٠ضّٝ ثبٌؼ١ٍّبد الا١ٌٚخ.

 

بؤ هةر ريِسكراوةيةك بة تايبةتي كاتيَك قةبارةي ريِسكراوةكة طةورة بيتَ لةم كاتةدا  rankبؤ دؤزيهةوةى // ئةم ريِطَاية طرانة تيَبيني
 دةتوانين بيطؤريهةوة بة ريِطَايةكي تر ئةويش ريِطَاي كردارة شةرةتايةكانة.
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2- Elementary transformations اٌؼ١ٍّبد الأ١ٌٚخ: 

اجش٠ذ ػٍٝ أٞ ِصفٛفخ لارزغ١ش ِٓ دسجزٙب ٚلا ِٓ سرجزٙب ٕٚ٘بن صزخ ػ١ٍّبد  ٟ٘ اٌؼ١ٍّخ اٌزٟ إرا اٌؼ١ٍّبد الأ١ٌٚخ

 أ١ٌٚخ ثلاثخ ِٕٙب صف١خ ٚثلاثخ ػّٛد٠خ ٚ٘زٖ اٌؼ١ٍّبد ٟ٘:

1- Hij  :     ( j ) ُثبٌصف سل ( i ) رجذ٠ً اٌصف سلُ     

2- Kij  :     ( j ) ُثبٌؼّٛد سل ( i ) رجذ٠ً اٌؼّٛد سلُ     

3- Hi(k) :     (k ) ثبٌثبثذ ( i ) ضشة اٌصف سلُ     

4- Ki(k) :     (k ) ثبٌثبثذ ( i ) ضشة اٌؼّٛد سلُ     

5- Hij(k):     ( k )  ٟف i ُحبصً ضشة اٌصف سل (j ) إضبفخ  ٌٍصف سلُ     

6- Kij(k):     ( k )  ٟف i ُحبصً ضشة اٌؼّٛد سل (j ) إضبفخ  ٌٍؼٕٛد سلُ       

Note: 

       H: فٟ اٌصف  اٌؼ١ٍّخ   

       K: ؼّٛدفٟ اٌ اٌؼ١ٍّخ  

 

Ex: Let 

























011

220

135

A make the elementary transformations in all arranged way:     

      1) H12            2) K3
(-2)

        3) H13
(4)

          4) K21
(-3)

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex: Let 

























534

220

123

B make the elementary transformations in all arranged way:     

      1) H23            2) K3
(2)

          3) H13
(4)

          4) K21
(-1)

       5) K32
(-2)

   

 

 

 

 

 

 

 

 























 



















 



















 























 





























16928

234

426

1691

235

420

011

235

420

011

135

220

011

220

135

)3(
21

)4(
13

2(
312

)

KH

KH
A
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3- Equivalent Matrix  انًصفىفبث انًخكبفئت: 

 A ~ Bأّٙب ِزىبفئزبْ ارا وبٔذ  ٌّٙب ٔفش اٌذسجخ ٚٔفش اٌشرجخ ٠ٚىزت:    A  ٚB  ٠مبي ٌٍّصفٛفز١ٓ

 ٕبٌه ٔٛػبْ:ٚ٘

a)  ِىبفئخ صف١خRow Equivalent : 

 ثبجشاء ػ١ٍّبد أ١ٌٚخ صف١خ فمظ. B  ِٓAارا اصزخشجذ ِصفٛفخ  Aِىبفئخ صف١خ اٌی  ٠Bمبي أْ ِصفٛفخ 
 

   b)  ػّٛد٠خColumn Equivalent : 

 ٠خ فمظ.ثبجشاء ػ١ٍّبد أ١ٌٚخ ػّٛد B  ِٓAارا اصزخشجذ ِصفٛفخ  Aِىبفئخ ػّٛد٠خ اٌی  ٠Bمبي أْ ِصفٛفخ    
 

( أی ِصفٛفخ ثزح٠ٍٛٙب ثبصزخذاَ اٌؼ١ٍّبد الا١ٌٚخ اٌی ص١غخ ثض١طخ ٠ّىٓ ِؼشفخ سرجزٙب ٠Rankّىٓ حضبة سرجخ )

 (.Normal Form( ٚاٌص١غخ اٌطج١ؼ١خ )Canonical Formثضٌٙٛخ. ٕٚ٘بن ص١غز١١ٓ ّٚ٘ب اٌص١غخ اٌمّؼ١خ )
 

a) Canonical Form اٌص١غخ اٌمّؼ١خ: 

 ش صفش٠خ ثزح٠ٍٛٙب اٌٝ شىً لّؼٟ اٌزٞ ٠ّىٓ حضبة سرجخ اٌّصفٛفخ اٌّضب٠ٚخ ٠ّىٓ حضبة سرجخ ِصفٛفخ غ١

 ٌٍؼذد اٌصفٛف غ١ش اٌصفش٠خ اٌّٛجٛدح فٟ اٌّصفٛفخ.

 ِلاحظخ// فٟ شىً اٌمّؼٟ فمظ ٔؼًّ اٌؼ١ٍّبد الا١ٌٚخ ػٍٝ اٌصفٛف ١ٌٚضذ ػٍٝ الاػّذح.

 يزى ئاسؤيي دةكةين.( تةنها كرداري سةرةتايي لةسةر رCanonicalِتيَبيني// لة شيَوةى )

Ex1: Let























15

10

42

A , find rank of A by used the canonical form transformations way?   

Solution: 

       

.,2)(

00

10

01

00

10

21

110

10

21

110

10

21

15

10

21

15

10

42

)2(21)11(23

)1(2)5(13
)

2

1
(1

~~

~~~

zerosallnotCofrowsofnumbertheArankThen

C

A

HH

HHH



































 















 




































































 

 

Ex2: Let

























202

115

110

B , find rank of A by used the canonical form transformations way?   

Solution:

.,3)(

100

010

001

100

410

001

100

410

101

500

410

101

110

410

101

110

115

101

110

115

202

202

115

110

)4(
32

)1(
31

)
5
1

(
3)1(

23

)5(
12

)
2
1

(
131

~~~~

~~~

zerosallnotCofrowsofnumbertheArankThen

C

A

HHHH

HHH
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   Ex4: Let

























534

220

123

B , find rank of B by used the canonical form  

                 transformations way?   

Solution:   

.,3)(

1000

0100

0010

1000

2100

0010

1000

2100

2010

1000

2100

2010

3200

2100

2010

3200

2100

2010

2100

3200

2010

2100

3200

8040

2100

8040

3200

)2(
32

)2(
31

)1(
3

)2(
23)1(

223

)
4
1

(
112

~~~

~~~

~~

zerosallnotCofrowsofnumbertheArankThen

C

B

HHH

HHH

HH























































































































































































 

 Ex3: Let























2100

8040

3200

C , find rank of C by used the canonical form  

                 transformations way?   

Solution:    
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b) Normal Form  انصٍغت انطبٍعت: 

 ٕٚ٘بن أسثغ ص١غ ٌٍشىً اٌطج١ؼی ٚ٘ی: . N یرىْٛ ِىبفئخ اٌی اٌشىً اٌطج١ؼ  0rأٞ ِصفٛفخ ِٓ سرجخ 

1-  rI  

2-  0rI  

3- 








0

rI
 

4- 








00

0rI
 

Ex1: Transform this matrix 























7621

5342

4121

A to normal form then find rank(A)? 

Solution: 

2)(.
00

0

0000

0010

0001

0000

0100

0001

0000

3100

0001

0000

3500

0001

0000

3500

4121

3500

3500

4121

7621

5342

4121

2

23

)3(34
)

5

1
(3)2(12

)4(14

)1(13

)1(23)2(12

)1(13

~

~~~

~~




















































































































































ArankThenN
I

A

K

KKK

K

K

HH

H

 

 

Ex2:Transform this matrix 


















70354

22132

51211

B to normal form then find rank(B)? 

Solution: 

  3)(0

00100

00010

00001

00100

50010

00001

00100

54010

20001

00100

54810

21001

10000

84510

01211

50000

84510

01211

50000

84510

51211

134510

84510

51211

70354

22132

51211

3

)5(25)2(15

)4(24

)8(23

)1(14

35

)1(12

)
5

1
(3)1(31

)1(23)2(12

)4(13

~~~

~~~

~~
















































































































































































BrankThenNI

B

KK

K

K

K

K

K

HH

HH

H
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Ex2:Transform this matrix 




















134

213

121

C to normal form then find rank(C)? 

Solution: 
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4- Inverse of matrix by used elementary transformations: 

. Aػٍٝ اٌّصفٛفخ  اٌؼ١ٍّبد الا١ٌٚخ اٌصف١خ فمظ٠ّىٓ ا٠جبد ِؼىٛصخ ٌٙب ثزطج١ك  nِٓ دسجخ  A ٌذ٠ٕب ِصفٛفخارا وبٔذ 

)(اٌٝ I ِصفٛفخ احبد٠خ، ٠ٚحٛي I اٌٝ ِصفٛفخ احبد٠خ ٠ٚAحٛي ِصفٛفخ  1A :ْأٞ أ 

        )1/()/( ~ AI
row

IA  

Ex1: Let 



















653

542

321

A  find Inverse of matrix by used elementary transformations. 

Solution: 



































































































































































012

133

231

)/(

012100

133010

231001

012100

103310

205301

012100

103310

001321

012100

103310

001321

103310

012100

001321

100653

010542

001321

)/(

1

1

)3(31

)3(32

)2(21)1(2

)1(3

23

)2(12

)3(13

~

~~~

~

A

AI

IA

H

H

HH

H

H

H

H





































 

 

Ex2: Let 



















213

321

132

B  find Inverse of matrix by used elementary transformations. 

Solution: 
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Ex3: Find Inverse of all matrices by used elementary transformations.  






















141454

3252

2563

2342

)1 C              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 













01

26
)2 D  
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5- Linear equations if A is non square matrix: 

فبرا  (A/B)خ رٌه ٔضزخذَ اٌّصفٛفخ اٌّذِجخ ٌٙب حً ٌّٚؼشف فٟ ٘زٖ اٌحبٌخ لذ رىْٛ اٌّؼبدلاد ٌٙب حً أٚ لا رىْٛ 

٠ّىٓ حً اٌّؼبدلاد ٚالا رىْٛ اٌّؼبدلاد غ١ش ِزٛافمخ )أٞ أْ اٌحٍٛي ٌٍّجب١ً٘  (A/B)ِضب٠ٚخ ٌشرجخ  Aوبٔذ سرجخ 

 اٌّضزخشجخ ِٓ ثؼض اٌّؼبدلاد لارحمك اٌّؼبدلاد الاخشٜ(.

٘ٛ اٌشىً  Cح١ث  (C/K)اٌٝ  اٌصف١خ فمظد ثبصزخذاَ اٌؼ١ٍّب (A/B)، ٔحٛي   A ٚ(A/B)ٌّٚؼشفخ سرجخ وً ِٓ 

ٌٙب ٔفش  (CX=K)أٚ ثّؼٕٝ آخش  (C/K). ٚاٌّؼبدلاد اٌجذ٠ذح  Bِصفٛفخ ِىبفئخ اٌٝ  A  ٚKاٌمّؼٟ ٌٍّصفٛفخ 

 ٚثّب اْ حً اٌّبدلاد اٌجذ٠ذح اصًٙ ٔحً اٌّؼبدلاد اٌجذ٠ذح. (AX=B)اٌحٍٛي وبٌّؼبدلاد الاص١ٍخ 

Note:      








Matrix

Augmented
  (r.e.f) or (r.r.e.f) 








R  

1) 





























100

10

1

R exactly one solution.      leadyجميع الاعمدة يوجد بها 

2) 



















2000

R No solution.       ليس صفر b  صف صفري، ولكن عمود ال

3) 























0000

100

1

R  ly many solution.      Leading   عمود أو اكثر لا يوجد به

 

Ex1: Solve this system of the linear equations by using elementary transformation: 

            
42

432

321

321





xxx

xxx
 

Solution:   

        
)/(ٚ سرجخ  2( ٟ٘ Aثّب أْ سرجخ )      BA ا  . ٠ّىٓ حً اٌّؼبدلاد ٌٚحٍٙب ٔحً ٔظبَ جذ٠ذ 2ٟ٘ ا٠ضب

axفٍٛ فشضٕب أْ ) 3 ٠ىْٛ ٕ٘بن ِبلأٙب٠خ ِٓ اٌحٍٛي )

 ٌٍّؼبدلاد ٚ٘زٖ اٌحٍٛي ٟ٘:

32

31

321

321

3

1
3

7
4

0
3

1
.0

4
3

7
.0

xx

xx

xxx

xxx

KCX











 

        












































a

a

a

x

x

x

X
3

1
3

7
4

3

2

1
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Ex2: Solve this system of the linear equations by using elementary transformation: 

            

03

2

12

321

321

321







xxx

xxx

xxx

 

Solution:   

             solution.nohassystemthisthen

solution.nohassystemthisthen

20

2)(3)/(

2

1

3

000

110

001

2

1

2

000

110

111

6

1

2

440

110

111

6

3

2

440

330

111

0

1

2

113

112

111

0

2

1

113

111

112

)/(

2)(312
11

12

0)321(132

13

11

12

113

111

112

,

0

2

1

,

113

111

112

)1(
21

)4(
23

)
3
1(

2

)3(
13

)2(
1212

~~

~~~

3

2

1




































































































































































































































ArankBArank

BA

ArankA

A

x

x

x

XBA

HH

H

H

HH
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Ex3: Solve this system of the linear equations by using elementary transformation: 

            

167135

7252

8173

321

321

321







xxx

xxx

xxx

 

Solution:   

       

solution.nohassystemthisthen

3)/(2)(

3)/(,60

6

15

41

000

410

901

39

15

11

1230

410

121

16

7

11

7135

252

121)1(

16

7

18

7135

252

173

)/(

2)(11415
52

73

0201201)257898(2670105

135

52

73

7135

252

173

,

16

7

18

,

7135

252

173

)3(
23

)5(
13

)2(
21

)2(
12

~

~~21

3

2

1















































































































































































BArankArankthen

BArank

H

BA

ArankA

A

x

x

x

XBA

H

H

H

H

 

  

Ex4: Solve this system of the linear equations by using elementary transformation: 

            
824

432

321

321





xxx

xxx
 


